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1 PREMESSA 
 
Questa dispensa riguarda aspetti teorici ed applicativi dei metodi di analisi statici non lineari. 
Non intende essere un testo esaustivo sull’argomento ma una guida introduttiva all’uso di tali metodi. 
Vengono richiami alcuni concetti di dinamica e di meccanica delle strutture necessari per la comprensione di tali 

metodi mentre si rimanda a testi specializzati per eventuali approfondimenti. 
 
Il problema viene affrontato partendo dai più semplici sistemi ad un grado di libertà per poi passare a quelli più 

complessi a più gradi di libertà tipicamente utilizzati nell’analisi strutturale. 
Due sono i principali argomenti che stanno alla base della analisi statica non lineare e che vengono discussi: 
 l’analisi di spinta o analisi di pushover (capitolo 3); 
 valutazione del punto di funzionamento (capitolo 4). 

 
Si presenta inoltre il metodo di analisi statica non lineare indicato nella recente OPCM 20.03.2003 n. 3274 

(capitolo 5). 
 
Al termine della trattazione degli aspetti “teorici”, con riferimento ad un semplice esempio di telaio piano in c.a., 

si descrive come impostare tale tipo di analisi nel codice di calcolo SAP 2000 (capitolo 6) al fine di fornire uno 
strumento di “pratico” utilizzo. 

 
Per analizzare la risposta sismica di una struttura reale è necessario innanzitutto costruire un modello 

matematico in grado di cogliere adeguatamente le caratteristiche geometriche e meccaniche della struttura in esame 
includendo sia gli effetti delle non linearità del materiale sia gli effetti del secondo ordine qualora essi assumano un 
valore non trascurabile. Il problema della modellazione strutturale è fondamentale per una corretta analisi strutturale 
ma esula dalle finalità di questo documento per cui si rimanda ad altri testi per una sua esaustiva trattazione. 
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2 INTRODUZIONE 
 
Per ottenere una previsione accurata e realistica della risposta sismica di una struttura è necessario disporre di 

strumenti di analisi che permettano di coglierne il comportamento non lineare e la sua evoluzione nel tempo. 
L’analisi dinamica non lineare al passo è indubbiamente lo strumento più completo ed efficace (assumendo 

ovviamente che il modello strutturale riproduca con accuratezza il sistema reale): la risposta della struttura viene 
determinata mediante integrazione al passo delle equazioni del moto di un sistema a molti gradi di libertè (MDOF) 
non lineare. 

Questa presenta però alcuni aspetti che ne impediscono un diffuso impiego nella pratica professionale: 
• la scelta dei parametri che intervengono è delicata ed influenza sensibilmente i risultati dell’analisi stessa; 
• sono necessarie numerose analisi impiegando differenti accelerogrammi opportunamente selezionati per 

ottenere un risultato rappresentativo della risposta attesa; 
• l’accuratezza dell’analisi va a scapito della semplicità e della rapidità di esecuzione; 
• l’interpretazione dei risultati è complessa ed onerosa. 
I codici sismici consentono infatti di utilizzare analisi elastiche lineari (statiche e dinamiche) che 

conseguentemente, pur con i relativi limiti, risultano ancora procedure largamente diffuse. 
 
Un’alternativa attraente, recentemente introdotta anche in normativa, è l’uso di procedure di analisi statiche non 

lineari che, pur conservando la notevole semplicità d’uso e di interpretazione dei risultati tipica delle analisi statiche 
lineari, consentono stime più realistiche ed affidabili della risposta strutturale anche in campo non lineare. In effetti, 
è sempre più frequente la loro applicazione sia nella progettazione che nella verifica strutturale. 

Questo tipo di analisi comprende essenzialmente due aspetti: 
1. la determinazione di un legame forza-spostamento (curva di capacità o curva di pushover), rappresentativo 

del reale comportamento monotono della struttura, per la cui definizione si richiede un’analisi di spinta o di 
pushover (capitolo 3); 

2. la valutazione dello spostamento massimo o punto di funzionamento (performance point) raggiunto dalla 
struttura a fronte di un evento sismico definito tramite uno spettro di risposta elastico in accelerazione 
(capitolo 4). 

 
L’analisi di spinta consente quindi di descrivere il comportamento della struttura tramite un semplice legame 

monodimensionale forza-spostamento detto curva di capacità. In tal modo l’analisi della risposta della struttura 
viene ricondotta a quella di un sistema ad un solo grado di libertà (SDOF) equivalente alla struttura di partenza. 

I metodi statici non lineari permettono di individuare lo spostamento massimo di tale sistema SDOF equivalente e 
quindi la risposta della struttura (punto prestazionale) soggetta ad un evento sismico descritto dal relativo spettro di 
risposta in accelerazione. 

 
In letteratura sono presenti vari approcci all’analisi statica non lineare ma i caratteri essenziali sono sempre 

quelli sintetizzati in Tabella 2.1. 
 

Domand
a definizione di uno spettro di risposta compatibile con l’azione sismica attesa nel sito 

Capacità definizione del modello matematico MDOF della struttura e delle relative non linearità 
esecuzione di una analisi di pushover 

Risposta 

definizione dei un sistema SDOF equivalente 
definizione di un criterio per considerare gli effetti del comportamento ciclico della struttura 
determinazione della risposta del sistema SDOF equivalente 
conversione delle risposta del sistema SDOF equivalente in quella del sistema MDOF 

Verifica definizione dell’obiettivo prestazionale: stati limite corrispondenti ad un evento sismico di data intensità 
verifica della accettabilità della risposta globale e locale 

Tabella 2.1. Aspetti significativi dell’analisi statica non lineare. 
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3 ANALISI DI SPINTA (PUSHOVER) 
L’analisi di pushover, originariamente formulata per sistemi ad un grado di libertà (e.g. Freeman et al., 1975; 

Shibata and Sozen, 1976; Saiidi and Sozen, 1981; Fajfar and Fischinger, 1989 e molti altri), è attualmente 
estensivamente utilizzata per il displacement-based assessment di edifici multipiano regolari ed irregolari nonché 
per strutture di ponti (e.g. Kappos et al., 2004; Aydinoglu, 2004; Kappos et al., 2005). Per questo tipo di analisi 
sono state suggerite differenti formulazioni; un riepilogo esaustivo anche con indicazione dei pro e dei contro di 
ciascuna formulazione è presentata nel FEMA 440 (ATC, 2005). 

3.1 Che cos’è ed in cosa consiste 

L’analisi di pushover o analisi di spinta (letteralmente pushover significa “spingere oltre”) è una procedura 
statica non lineare impiegata per determinare il comportamento di una struttura a fronte di una determinata azione 
(forza o spostamento) applicata. 

Essa consiste nello “spingere” la struttura fino a che questa collassa o un parametro di controllo di deformazione 
non raggiunge un valore limite prefissato; la “spinta” si ottiene applicando in modo incrementale monotono un 
profilo di forze o di spostamenti prestabilito. 

In sostanza l’analisi di spinta è una tecnica di soluzione incrementale-iterativa delle equazioni di equilibrio 
statico della struttura in cui la forzante è rappresentata dal sistema di spostamenti o forze applicato. 

L’analisi di spinta consente di definire un legame scalare forza-spostamento caratteristico del sistema studiato, 
detto curva di capacità (capitolo 3.2), che permette di ricondurre la ricerca dello spostamento massimo di un sistema 
soggetto ad una certa azione esterna a quella di un sistema SDOF equivalente. 

 
Nel caso di sistemi SDOF l’analisi di spinta è particolarmente intuitiva. 
Un sistema SDOF può essere idealizzato come una massa concentrata m sorretta da un elemento privo di massa 

con rigidezza laterale k e collegato ad un elemento (privo di massa e rigidezza) responsabile dello smorzamento. 
La configurazione deformata (o campo di spostamento) del sistema è definita quindi da un unico parametro che 

può identificarsi con lo spostamento relativo della massa rispetto al suolo (spostamento orizzontale Dt in Figura 
3.1). 

 

 Dt

Vb

F o D

k 

m 

 
Figura 3.1. Schematizzazione di sistema ad un grado di libertà (SDOF). 

Un caso evidente di struttura riconducibile ad un sistema SDOF è quello delle pile da ponte che possono 
considerarsi, con buona approssimazione, pendoli rovesci ossia oscillatori semplici in cui la totalità della massa 
(impalcato, pulvino e fusto della pila) è concentrata in testa mentre la rigidezza del sistema può attribuirsi ad un 
elemento di massa nulla (il fusto della pila stessa). 

In questi semplici casi, l’analisi di spinta consiste nell’applicare alla massa del sistema uno spostamento D o una 
forza F la cui intensità viene gradualmente incrementata nella direzione dell’unico grado di libertà disponibile. Il 
valore iniziale della forza o dello spostamento non ha ovviamente importanza. Le espressioni che definiscono la 
forzante (intesa in senso generalizzato come forza o spostamento) possono esprimersi come: 

dD α=  (3.1)

fF β=  (3.2)

Dunque, fissato arbitrariamente il valore di d o f, il fattore moltiplicativo α o β viene gradualmente incrementato 
da zero fino ad un valore finale che permetta di investigare il campo di risposta di interesse per il sistema in esame. 
Ad ogni valore di α o β corrisponde quindi un valore di D o F che rappresenta lo spostamento o la forza applicati 
alla massa del sistema. 
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Il comportamento del sistema è definito da un legame forza-spostamento in cui la forza coincide con il taglio alla 
base Vb e lo spostamento con quello della massa Dt: 

• nel caso di analisi a forze imposte (F è la forza applicata ad m): Vb=F e Dt=D essendo D lo spostamento di m 
prodotto da F; 

• nel caso di analisi a spostamenti imposti (D è lo spostamento applicato ad m): Dt=D e Vb=F essendo F la 
reazione vincolare risultante; 

 
Nel caso di sistemi MDOF, l’approccio è simile con la differenza che la struttura viene “spinta” applicando un 

profilo di forze o di spostamenti orizzontali in corrispondenza di ciascun piano (Figura 3.2) e che, per descrivere il 
comportamento dell’intero sistema in termini di legame forza-spostamento, è necessario scegliere un solo parametro 
di forza ed un solo parametro di spostamento. 

La scelta di tali parametri non è univoca e può dar luogo a differenti legami forza-spostamento ossia a differenti 
legami costitutivi del sistema SDOF equivalente detti curva di capacità. 

Solitamente, come parametri di forza e di deformazione, si selezionano il taglio alla base e lo spostamento del 
baricentro dell’ultimo piano dell’edificio anche se, in realtà, questa scelta non ha un preciso fondamento teorico ma 
è più probabilmente un retaggio delle originarie applicazioni di questa tecnica alle pile da ponte delle quali si 
monitorava, per ovvie ragioni, lo spostamento in sommità. In effetti lo spostamento in sommità non sembra essere 
sempre un parametro affidabile. 

 

 Dt 

Vb  
Figura 3.2. Applicazione dell’analisi di spinta ad un telaio. 

In una analisi di spinta basata sugli spostamenti o sulle forze si impone alla struttura, in modo incrementale, un 
profilo di spostamenti D=(D1 D2 … Dj … Dn)T o di forze F=(F1 F2 … Fj … Fn)T a livello di piano che possono 
essere definite da un vettore di forma d o f moltiplicato per un fattore di scala α o β: 

dD α=  (3.3)

fF β=  (3.4)

dove d=(d1 d2 … di.. dn)T e Di=αdi è lo spostamento del piano i-esimo oppure f=(f1 f2 … fi ... fn)T e Fi=βfi è la forza 
di piano i-esima. 

Per descrivere il comportamento del sistema attraverso una legame scalare forza-spostamento P-U (detto curva 
di capacità) si scelgono comunemente il taglio alla base ed lo spostamento Dj del piano j-esimo come ad esempio 
quello in sommità Dt: 

jDU =      FTP 1=  (3.5)

 
Considerando che l’obiettivo è di simulare la risposta dinamica della struttura, sorge la questione se l’analisi di 

spinta debba essere condotta applicando una sistema di spostamenti o di forze. Se la struttura avesse un 
comportamento elastico lineare i due approcci condurrebbero agli stessi risultati ma la presenza di effetti anelastici 
comporta una sensibile differenza tra le due alternative. 
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Concettualmente l’analisi dinamica viene condotta con le forze inerziali per cui l’analisi di spinta a forze 
imposte sembrerebbe più appropriata ma, in un’analisi dinamica, perfino quando un modo è dominante, 
l’andamento delle forze di piano non rimane inalterata (ossia non variano proporzionalmente ad un fattore costante), 
per cui applicare una distribuzione di forze constante non è comunque esatto; inoltre possono sorgere difficoltà nel 
condurre analisi anelastiche stabili con controllo in forze, poiché queste non sono in grado di cogliere un eventuale 
comportamento softening della struttura né di seguire accuratamente risposte associate a rigidezze molto piccole, 
per cui può essere preferibile eseguire analisi a spostamenti controllati. Di contro, lavorando a spostamenti imposti, 
si vincola la deformata della struttura, per cui si rischia di conseguire campi di forze completamente errati rispetto a 
quelli attesi in una struttura “libera” di deformarsi a fronte dell’evento sismico e quindi a risultati seriamente 
fuorvianti. 

Comunque, l’approccio basato sulle forze è quello che ha attirato maggiormente l’interesse tra ricercatori ed 
ingegneri professionisti anche perché di facile implementazione su tutti i più comuni programmi di calcolo. 

3.2 Curva di capacità 

Il risultato più immediato di un’analisi di pushover è la definizione della curva di capacità (o curva di pushover) 
della struttura ossia della curva forza-spostamento espressa, solitamente, in termini di taglio alla base (Vb) e 
spostamento in sommità (Dt) (Figura 3.3) che rappresenta appunto la capacità esibita dal sistema a fronteggiare una 
certa azione esterna. 

Considerando un sistema SDOF, l’andamento della curva di capacità dipende dalla rigidezza k o dalla flessibilità 
k-1 del sistema che a loro volta dipendono essenzialmente dalle caratteristiche geometriche e meccaniche del sistema 
e sono funzioni non lineari rispettivamente dello spostamento e della forza applicata al sistema: 

( )DkF =    oppure   ( )tb DkV =  (3.6)

( )FkD 1−=    oppure   ( )bt VkD 1−=  (3.7)

In Figura 3.3 sono diagrammati i legami forza-spostamento ossia le curve di capacità rappresentativi di tre 
comportamenti emblematici caratterizzati da un iniziale comportamento elastico lineare fino alla soglia di 
snervamento (rappresentato da un ramo sostanzialmente lineare) seguito da un comportamento post-elastico non 
lineare incrudente (i), perfetto (p) o degradante (d). 

 

 

D

F 
i

p

d

F=k(D)

 
Figura 3.3. Curva di capacità di un sistema reale. 

Nel caso più complesso, ma di maggiore interesse, di sistemi MDOF la curva di capacità mostra andamenti 
analoghi caratterizzati ancora da un tratto inizialmente rettilineo, corrispondente al comportamento lineare della 
struttura, che si incurva quando inizia la plasticizzazione e la risposta progredisce in campo non lineare. 

La capacità di una struttura dipende dalle capacità di resistenza e di deformazione dei suoi singoli componenti. 
La curva di capacità definisce la capacità della struttura indipendentemente da qualsiasi specifica richiesta sismica 
(infatti non si fa riferimento alcuno all’azione sismica) e quindi descrive le caratteristiche intrinseche del sistema 
resistente; in altre parole è una sorta di legame costitutivo semplificato della struttura. 

Trattandosi di un legame scalare forza-spostamento il comportamento del sistema MDOF viene così ricondotto 
sostanzialmente a quello di un sistema SDOF che può ragionevolmente definirsi equivalente dato che la curva di 
capacità è stata costruita tenendo conto del comportamento dell’intero sistema MDOF. 
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Quando un terremoto induce uno spostamento laterale sulla struttura la sua risposta è rappresentata da un punto 
su tale curva e, poiché la deformazione di tutti i suoi componenti è correlata allo spostamento globale della struttura 
stessa, ogni punto di questa curva definisce anche uno specifico stato di danno strutturale. 

3.3 Linearizzazione della curva di capacità 

Quando si intende analizzare la risposta di strutture reali, si può ulteriormente semplificare il problema 
linearizzando a tratti la risposta del sistema, e quindi la sua curva di capacità, adottando approssimazioni bilineari o 
trilineari come mostrato a titolo di esempio in Figura 3.4. 

 

D

F 

 

 

D

F

 
Figura 3.4. Linearizzazioni (a) bilineari e (b) trilineari della curva di capacità di un sistema reale. 

Si osservi che le linearizzazioni mostrate in Figura 3.4 presentano lo stesso tratto elastico lineare e lo stesso 
punto di primo snervamento. Questo è solo un modo scelto per presentare alcune possibili linearizzazioni e non una 
condizione necessariamente da rispettare. Infatti non esiste un unico criterio per linearizzare la curva di capacità. 
Per esempio, come verrà mostrato nel seguito, metodi differenti di analisi statica non lineare impiegano differenti 
criteri. In linea di principio l’approssimazione è tanto più accurata quanto più il tratto lineare “segue da vicino” il 
reale andamento curvilineo nell’intorno del punto che rappresenta la risposta attesa. 

A titolo esemplificativo in Figura 3.5 sono mostrate alcune differenti linearizzazioni della stessa curva di 
capacità. 

 

D

F 

 
Figura 3.5. Linearizzazioni differenti della curva di capacità di un sistema reale. 

Il comportamento del sistema può quindi essere idealmente schematizzato con un ramo elastico lineare fino allo 
snervamento e con un ramo post-elastico incrudente (i), perfetto (p) o degradante (d). Le curve diagrammate in 
Figura 3.6 rappresentano i relativi legami forza-spostamento ossia le rispettive curve di capacità. 
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Figura 3.6. Sistema ad un grado di libertà: comportamento elasto plastico incrudente (i), degradante(d) e perfetto (p). 

Questa rappresentazione consente di identificare la resistenza e lo spostamento globali nominali della struttura: 
in particolare la resistenza di snervamento Fy, la rigidezza elastica efficace ke e la rigidezza post-elastica kp=pke (il 
rapporto di incrudimento p risulta positivo, negativo o nullo rispettivamente nel caso incrudente, degradante o 
perfetto. 

Come accennato, sono disponibili numerosi criteri per definire linearizzare la curva di capacità. 
Nel CSM (ATC-40, descritto dettagliatamente nel paragrafo 4.2) la rappresentazione bilineare è relativa ad un 

punto di presunto funzionamento PP del sistema e si fonda su un criterio di equivalenza energetica (principio di 
uguale energia): il primo tratto della bilineare è una linea passante per l’origine con pendenza definita dalla 
rigidezza iniziale del sistema ed il secondo è una linea passante per PP e pendenza tale che l’area sottesa dalla 
bilineare sia equivalente a quella sottesa dalla curva di capacità (A1=A2 in Figura 3.7). 

La curva di capacità bilineare, per un certo spostamento D, risulta completamente definita da tre parametri: 
• la rigidezza elastica iniziale ke che risulta proporzionale alla tangente all’origine alla curva di capacità; 
• la forza di snervamento Fy; 
• il fattore d’incrudimento p pari al rapporto tra la rigidezza post-elastica e quella elastica; 

mediante la seguente relazione: 

( ) ( )⎩
⎨
⎧

>−+=−+
≤

=
yyyey

ye

DDppFDDpkF
DDDk

F
µ1

 (3.8)
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Figura 3.7. Rappresentazione bilineare della curva di capacità (usata nel CSM). 
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3.4 Conversione di MDOF in SDOF equivalente 

L’analisi statica di pushover non ha un fondamento teorico rigoroso cosicché procedure differenti, che pur 
conducono a risultati abbastanza diversi tra loro, sono largamente usate ed accettate. 

L’assunto di base sul quale poggia l’analisi di spinta è che la risposta della struttura sia dominata da un solo 
modo e che la forma di questo modo resti costante durante la storia temporale della risposta stessa. 

Entrambe le assunzioni non sono esatte, ma numerosi studi in merito hanno mostrato che queste supposizioni 
conducono a stime abbastanza buone della risposta sismica massima di sistemi MDOF, purché la loro risposta sia 
dominata dal primo modo. 

 
La formulazione del sistema SDOF equivalente al sistema MDOF non è unica, ma le assunzioni comuni a tutti gli 

approcci sono le seguenti: 
• il profilo di spostamenti della struttura ossia l’andamento della deformata del sistema MDOF u viene descritto con 

un vettore di forma φ la cui ampiezza varia nel tempo tramite una coordinata generalizzata q(t) (metodi uni-
modali) oppure con una combinazione lineare di vettori di forma φm (tra loro ortogonali) la cui ampiezza varia 
nel tempo tramite le corrispondenti coordinate generalizzate qm(t) (metodi multi-modali). I vettori di forma 
adottati nei metodi uni-modali o nei metodi multi-modali possono rimanere invarianti e cioè costanti durante 
l’intera storia temporale indipendentemente dal livello di deformazione (metodi non adattivi) o possono essere 
modificati in funzione delle caratteristiche correnti del sistema (metodi adattivi); 

• il legame forza-spostamento caratteristico del sistema SDOF equivalente viene determinato attraverso una analisi 
di pushover condotta sul sistema MDOF: il profilo di carico applicato (metodi uni-modali) o i profili di carico 
applicati (metodi multi-modali) sono proporzionali, attraverso la matrice delle masse M, rispettivamente al 
vettore di forma φ o ai vettori di forma φm solitamente normalizzati ad uno spostamento unitario in sommità 
dell’edificio. 
 

Metodi Non adattivi Adattivi 

Uni-modali φ=costante ∀t 
q(t) 

φ(t) variabile con t 
q(t) 

Multi-modali φm=costante ∀t 
qm(t) 

φ m(t) variabile con t 
qm(t) 

Tabella 3.1. Approcci per la conversione di sistemi MDOF in sistemi SDOF equivalenti. 

Si osserva che si può scegliere una qualunque forma ragionevole per φ o φm ma solitamente si adottano le forme 
modali del sistema MDOF. In particolare nei metodi uni-modali φ=φ1 rappresenta la prima forma modale. 

Nei metodi adattivi è necessario ridefinire i vettori di forma quando si verifica un cambiamento “significativo” 
delle caratteristiche del sistema resistente a seguito del progresso della plasticizzazione del sistema stesso. 

 
Il sistema di equazioni differenziali accoppiate che governa il moto di un sistema MDOF non lineare si può 

scrivere in forma matriciale come segue: 

( ) gu&&&&&& MIuuFuCuM −=++ ,  (3.9)

dove M, C ed F sono rispettivamente la matrice delle masse, la matrice di smorzamento ed il vettore delle forze 
resistenti interne del sistema, I è il vettore d’influenza del moto del terreno e gu&&  è l’accelerazione del terreno. 

Si osserva che F dipende sia dagli spostamenti u che dalla storia degli spostamenti tramite u& . 
Inoltre: 

( ) ( )eff gt u t= −F MI&&  (3.10)

definisce le forze sismiche efficaci ossia il vettore delle forze indotte dal terremoto. 
La distribuzione spaziale delle forze sismiche inerziali è descritta dal vettore di forma: 

=Ψ MI  (3.11)

Nel seguito si mostra come l’analisi del sistema MDOF possa essere ricondotta a quella di un sistema SDOF 
equivalente trattando il caso di approccio multi-modale. Si osserva che l’approccio multi-modale è una estensione 
dell’approccio uni-modale: le relazioni presentate nell’approccio multi-modale per il singolo modo m-esimo 
coincidono con quelle dell’approccio uni-modale. 
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La seguente trattazione resta valida anche nel caso di metodi adattivi purché si consideri riferita ad un intervallo 
di tempo in cui le caratteristiche del sistema non subiscono variazioni significative. 

 
L’andamento della deformata del sistema MDOF u(t) viene descritto come combinazione lineare di vettori di 

forma φm (tra loro ortogonali) la cui ampiezza varia nel tempo tramite le corrispondenti coordinate generalizzate 
qm(t): 

( ) ( ) ( )∑==
=

mN

m
mm tqtt

1
φqΦu  (3.12)

I vettori di forma φm possono rimanere costanti durante l’intera storia temporale indipendentemente dal livello di 
deformazione (metodi non adattivi) o possono essere modificati in funzione delle caratteristiche correnti del sistema 
(metodi adattivi). 

Sostituendo la (3.12) nella (3.9) si ricava l’m-esima equazione del sistema MDOF in coordinate generalizzate: 

( )
1 1

,
m mN N

m m m m g
m m

q q u
= =

+ + = −∑ ∑M C F u u MI&&& & &&φ φ  (3.13)

Premoltiplicando ambo i termini per φm
T e ricordando la proprietà di ortogonalità, si ricava: 

( ),T T T T
m m m m m m m m gq q u+ + = −M C F u u MI&&& & &&φ φ φ φ φ φ  (3.14)

Posto: 

MIT
mmL φ=    m

T
mmM φφ M=    m

T
mmC φφ C=    m

m
m

LΓ
M

=  (3.15)

la (3.14) diventa: 

( ) gmm
T
mmmmm uMΓqCqM &&&&&& −=++ uuF ,φ  (3.16)

Dalla (3.16) si deduce che, quando la struttura oscilla in campo inelastico, anche se classicamente smorzata, la forza 
resistente interna F rimane ancora funzione dell’intero vettore di spostamento u=Φq per cui le equazione del moto 
non sono disaccoppiate. 

Dato che per sistemi elastici lineari risulta qr(t)=0 per r≠m, appare ragionevole assumere che, anche in campo 
non lineare, quando l’eccitazione è proporzionale al modo m-esimo, la risposta sia ancora prevalentemente fornita 
dallo stesso modo (u(t)≅φmqm(t)). Trascurare l’accoppiamento tra le coordinali modali dovuto alla plasticizzazione 
del sistema implica che le equazioni modali siano disaccoppiate: 

( ) gmmmmmm
T
mmmmm uMΓqqqCqM &&&&&& −=++ φφφ ,F  (3.17)

Posto: 

m

m
m Γ

qD =  (3.18)

la (3.17) può riscriversi come: 

( ) ( )
,

2 m m m
m m m m g

m

F D D
D D u t

L
ν ω+ + = −

% &
&& & &&  (3.19)

dove: 

m

m
m M

K
=ω       

2
m

m
m m

C
M

ν
ω

=       ( ) ( )mmmmmm
T
mmmm DΓDΓDDF φφφ && ,,~ F=  (3.20)

La (3.19) è l’equazione del moto di un SDOF non lineare le cui caratteristiche dinamiche (frequenza naturale ωm 
(Tm=2π/ωm) e rapporto di smorzamento νm) sono quelle dell’m-esimo modo del sistema MDOF lineare ed il legame 
costitutivo forza-spostamento è dato dalla relazione mF~ /Lm-Dm tra la forza resistente e la coordinata modale Dm. 
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La relazione non lineare forza-spostamento mF~ /Lm-Dm dovrebbe determinarsi attraverso una analisi di pushover 
della struttura a spostamenti imposti crescenti u=ΓmDmφm. Dato che la maggior parte dei programmi di calcolo 
disponibili in commercio lavora a forze imposte, è preferibile individuare una opportuna distribuzione di forze per 
eseguire la necessaria analisi di pushover. Per sistemi non lineari non esiste però una distribuzione di forze 
invariante capace di produrre spostamenti proporzionali a φm per qualunque entità delle forze in gioco. Una scelta 
razionale è comunque quella di adottare la distribuzione di forze che produrrebbe spostamenti proporzionali a φm 
almeno in campo elastico lineare. 

( ) ( ) ( )2
m m m m m m m m m m mD D D DΓ ω Γ λ λ= = = = =F u Ku K M M Ψφ φ φ  (3.21)

Si esegue quindi una analisi di pushover con una distribuzione di carico proporzionale, attraverso la matrice 
delle masse M, alla forma m-esima φm: 

( ) ( )m m mD Dλ=F Mφ  (3.22)

e si ricava la curva di capacità della struttura utm-Vbm diagrammando le forze di richiamo non lineari del sistema in 
funzione degli spostamenti orizzontali del punto di controllo (Figura 3.8a). 

Essendo: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T T
bm b m m m m m m m m m m m m m mV V D D D D D F Dλ Γ λ Γ Γ= = = = = =I F I M M F %φ φ φ φ (3.23)

il legame costitutivo del sistema SDOF equivalente risulta  (Figura 3.8b): 

t
m

m mt
D

Γ
=

u
φ

      
( )m m bm

m m m

F D V
L LΓ

=
%

 (3.24)

 

 

 
 
 
 

 

 

 

Figura 3.8. Definizione del legame costitutivo del sistema SDOF a partire dalla curva di capacità della sistema MDOF. 

Il legame costitutivo bilineare del sistema SDOF presenta un punto di snervamento: 

ty
my

m mt
D

Γ
=

u
φ

      
( )my m bmy

m m m

F D V
L LΓ

=
%

 (3.25)

La pendenza iniziale risulta quindi: 

( ) 2
21 1 1TT

my m bmy m m my m
m

m my m m my m m my m m my

F D V D
L D L D L D L D

ω Γ
ω

Γ Γ Γ
= = = =

I MI F% φ
 (3.26)
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3.5 Profilo di carico fisso 

I profili di carico intendono rappresentare e delimitare la distribuzione di forze inerziali, indotte da un terremoto, 
che varia con la severità del sisma (estensione delle deformazioni plastiche) e con il tempo durante il sisma stesso. 
Quindi, il grado di accuratezza dell’analisi è sensibile al profilo di carico applicato. 

Si possono distinguere essenzialmente due tipi di profili di carico: quelli fissi o invarianti e quelli adattivi. 
Quando una struttura plasticizza, l’impiego di profili di carico invarianti conduce a valutazioni della risposta 

della struttura ancor più approssimate sebbene tale approssimazione sia ancora buona per strutture basse o medio-
alte in cui gli effetti dei modi alti sono probabilmente minimi e la plasticizzazione ben distribuita in altezza [Saiidi 
and Sozen 1981, Miranda 1991, Lawson et al. 1994, Fajfar and Gašperšic 1996, Maison and Bonowitz 1999, Gupta 
and Krawinkler 1999, Gupta and Krawinkler 2000, Skokan and Hart 2000, Krawinkler and Seneviratna 1998]. 
Comunque nessun profilo di carico fisso è in grado di tenere conto della ridistribuzione delle forze inerziali dovuta 
alla plasticizzazione e di seguire le variazioni delle proprietà vibrazionali della struttura. Per superare tali limiti, 
numerosi ricercatori hanno proposto distribuzioni di carico adattive che cercano di seguire meglio le distribuzioni di 
forze inerziali che variano nel tempo [Fajfar and Gašperšic 1996, Bracci et al. 1997, Gupta and Kunnath 2000].  

Dato che in strutture alte ed irregolari, la deformata della struttura e la distribuzione di forze inerziali possono 
discostarsi dalla forma del primo modo, sono stati fatti tentativi per considerare nell’analisi di spinta anche i modi di 
vibrare superiori [Gupta and Kunnath 2000, Paret et al. 1996, Sasaki et al. 1998, Kunnath and Gupta 2000, 
Matsumori et al. 1999]. 

Molti ricercatori hanno discusso le ipotesi base e le limitazioni delle analisi di spinta tra cui Albanesi (2001), 
Albanesi et al. (2001, 2002, 2004), Elnashai (2001), Fajfar e Gašperšic (1996), Gupta e Krawinkler (1999), Maison 
e Bonowitz (1999), Reinhorn (1997), Skokan e Hart (2000). 

 
L’uso di un profilo di carico fisso o invariante nel tempo implica l’assunzione che la distribuzione di forze 

inerziali rimanga sostanzialmente costante durante l’evento sismico e che le deformazioni massime ottenute con tale 
profilo siano confrontabili con quelle attese durante il terremoto. Queste ipotesi sono ragionevoli se la risposta 
strutturale non è significativamente influenzata dagli effetti dei modi superiori e se la struttura ha un unico 
meccanismo di snervamento. In questi casi, l’uso di profili di carico costanti conduce a stime adeguate delle 
richieste di deformazione. 

Il generico profilo di carico fisso può descriversi come segue: 

( )tλΨ=F  (3.27)

dove Ψ è un vettore di forma costante che definisce l’andamento in altezza delle forze inerziali e λ è un fattore 
moltiplicativo che definisce l’ampiezza delle forze applicate in funzione del passo t dell’analisi. 

Nel seguito si presentano alcune delle numerose proposte presenti in letteratura per la definizione dei profili di 
carico fissi e quindi per la definizione del vettore di forma Ψ. 

L’impiego di profili di carico fissi determina comunque risultati approssimati e, in particolare per strutture con 
periodi lunghi e con meccanismi di snervamento localizzati, può addirittura portare a previsioni fuorvianti. Per tale 
motivo si raccomanda (Krawinkler, 1998; FEMA-273, 1997, FEMA-356, 2000) l’uso di almeno due profili di 
carico che ci si aspetta possano inviluppare la distribuzione di forze inerziali. Quindi, si applicano dapprima i 
carichi verticali e poi almeno due profili di carico laterale. 

Uno dovrebbe essere un profilo di carico uniforme, ossia con forze di piano proporzionali alle masse di piano, 
che esalta le richieste nei piani più bassi rispetto a quelle nei piani più alti ed accresce l’importanza delle forze di 
taglio di piano rispetto ai momenti ribaltanti: 

( )Mdiag=Ψ    ossia   ii m=Ψ  (3.28)

Questa distribuzione di forze è ovviamente uniforme solo se tutte le masse di piano sono uguali. 
L’altro dovrebbe essere un profilo di carico uni-modale o multi-modale (che considera gli effetti dei modi 

superiori) come uno di quelli descritti nel seguito. 

3.5.1 Profili di carico uni-modale 

Per edifici bassi e regolari, la cui risposta è dominata dal primo modo di vibrare, si può usare una distribuzione 
di carichi laterali statici equivalenti lineare (triangolare invertita se le masse di piano sono tutte uguali) come quella 
proposta nei Codici: 

MH=Ψ    ossia   iii hm=Ψ  (3.29)
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od una rappresentativa delle forze associate alla prima forma modale (distribuzione modale fondamentale): 

1φΨ M=    ossia   iii m 1φΨ =  (3.30)

dove M=matrice diagonale delle masse sismiche di piano (mi=massa sismica del piano i-esimo), H=vettore delle 
altezze hi di mi rispetto alla base, φ1=prima forma modale (φ1i=componente di φ1 al piano i-esimo). 

Questa distribuzione corrisponde alle forze inerziali che si sviluppano nella struttura in campo elastico. 
 
Per edifici alti, l’influenza dei modi di vibrare superiori può non essere più trascurabile ed il modo di vibrare 

fondamentale cade approssimativamente tra una linea retta ed una parabola con vertice alla base; perciò, per 
strutture con periodo lungo, si deve adottare un profilo di carico laterale non lineare. Nel FEMA-273 (1997) e 
FEMA-356 (2000) si adotta una distribuzione di forze di piano così definita (distribuzione di forze laterali 
equivalenti): 

kHM
r

=Ψ    ossia   k
iii hm=Ψ  (3.31)

dove k è un coefficiente, funzione del periodo proprio Te, della struttura definito come segue: 

( )
1.0 0.5
1.0 0.5 0.5 0.5 2.5
2.0 2.5

e

e e

e

T
k T T

T

≤⎧
⎪= + − < <⎨
⎪ ≥⎩

 (3.32)

Per Te≤0.5s (k=1.0) la distribuzione di forze è triangolare invertita; per 0.5 s<Te<2.5 s, k varia linearmente tra 1 e 
2 come mostrato in Figura 3.9. 
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Figura 3.9. Andamento del coefficiente k(T). 
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Figura 3.10. Distribuzione di forze di piano in funzione del periodo proprio della struttura. 

I profili di carico dati dalla (3.31), al variare del periodo della struttura tra 0.5 s e 2.5 s con passo 0.5 s, e quindi 
del parametro k tra 1 e 2, sono rappresentati, in forma normalizzata, in Figura 3.10 per una struttura con sette 
elevazioni e con pesi sismici di piano uguali. 

In Figura 3.11 è mostrata l’influenza del profilo di carico applicato sulla curva di capacità e sugli stati limite di 
collasso per un dato edificio. Si osserva che la curva forza-spostamento descrive la risposta globale dell’edificio ed 
è funzione del punto di applicazione della risultante delle forze applicate. Alla distribuzione uniforme corrisponde il 
punto di applicazione più basso e quindi la massima resistenza ed i minori spostamenti allo snervamento ed allo 
stato limite di collasso. La risultante della distribuzione triangolare è applicata nel punto più alto e presenta di 
contro la minore resistenza ed i maggiori spostamenti allo snervamento ed allo stato limite di collasso. 

 

 
Figura 3.11. Differenze nelle curva di capacità dovute a differenti profili di carico (triangolare, modale, uniforme). 

3.5.2 Profili di carico multi-modale 

Per investigare il comportamento strutturale anche quando i modi superiori sono significativi sono state 
formulate molte varianti delle tradizionali procedure di spinta che utilizzano profili di carico invarianti derivati dalle 
forme modali ed utilizzando le regole di combinazione modale elastica. 

 
La distribuzione di Freeman (distribuzione SRSS) si fonda sull’analisi spettrale ed include l’effetto dei modi 

superiori nella distribuzione dei carichi laterali combinando i contributi di ciascun modo con la regola di 
sovrapposizione modale della radice quadrata della somma dei quadrati (SRSS). In questa formulazione, la 
distribuzione di carichi laterali dipende dalla pseudo-accelerazione spettrale di ciascun modo Sa

(m) secondo la 
seguente relazione: 

( )∑=∑=
==

mm N

m

m
aimim

N

m
mii SmΓF

1

2)(

1

2 φΨ  (3.33)

dove Nm=numero di modi tale da eccitare almeno il 90% della massa totale, Fmi=taglio al piano i-esimo nel modo m-
esimo determinato dall’analisi lineare con spettro di risposta, mi=massa del piano i-esimo, φmi=forma modale m-
esima al piano i-esimo, Sa

(m)=pseudo-accelerazione spettrale del modo m-esimo (Sa
(m)=Sa(Tm)) e Γm=fattore di 

partecipazione del modo m-esimo: 

m
T

T

m
m

mΓ
φφ

φ

M

MI
=  (3.34)

in cui I=[1, 1, …,1]T è il vettore unitario. 
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Nell’approccio di Valles (Valles et al., 1996) il contributo dei modi alti viene incluso definendo un modo 

fondamentale equivalente φeq che risulta dalla combinazione dei modi di vibrazione, pesati con i rispettivi fattori di 
partecipazione, secondo la regola SRSS: 

( )∑=
=

N

m
mmiieq Γ

1

2
, φφ  (3.35)

Il vettore di forma che definisce questa distribuzione di carichi laterali risulta: 

eqφΨ M=    ossia   ieqii m ,φΨ =  (3.36)

3.6 Casi particolari della analisi di spinta 

L’analisi statica lineare e l’analisi modale con spettro di risposta possono interpretarsi come casi particolari 
dell’analisi statica non lineare basata sull’analisi di spinta. 

L’analisi statica lineare è la procedura più semplice e fino ad oggi comunemente utilizzata nella pratica 
professionale per valutare la risposta di un sistema strutturale; essa consiste nel valutare la risposta della struttura 
soggetta ad un sistema di forze laterali, rappresentative delle azioni indotte dal sisma, la cui entità e distribuzione 
altimetrica è definita da relazioni prescritte nei Codici. Per esempio, per edifici non troppo alti la cui risposta sia 
dominata dal primo modo, le forze di piano considerate sono: 

bN

j
jj

ii
i V

hw

hwF
∑

=

=1

 
(3.37)

dove wi è il peso sismico del piano i-esimo, hi l’altezza di wi dalla base, Vb il taglio alla base per il primo modo ed N 
il numero di piani della struttura. 

Le sollecitazioni sismiche calcolate applicando la distribuzione (3.37) vanno appropriatamente combinate con 
quelle dovute ai carichi gravitativi per valutare lo stato di sollecitazione di ciascun componente strutturale. Dalla 
stessa analisi si ricava anche una stima degli spostamenti laterali. Se le forze impiegate sono state calcolate 
assumendo una certa duttilità strutturale, µ, gli spostamenti realmente raggiunti, D, possono essere maggiori di 
quelli elastici, De, ricavati dall’analisi. Un’approssimazione ragionevole degli spostamenti anelastici è: 

eDD µ=  (3.38)

Il metodo è giudicato adeguato per edifici di media e modesta altezza con distribuzione plano-altimetrica delle 
masse e delle rigidezze regolare. 

Il metodo in questione può essere interpretato come una analisi di spinta a forze imposte in cui il profilo di 
carico applicato viene gradualmente incrementato da zero fino al valore espresso dalla (3.37). Ovviamente, affinché 
l’analisi risulti elastica lineare è necessario che il modello matematico della struttura impiegato in tale analisi di 
spinta sia elastico lineare. 

 
L’analisi modale con spettro di risposta valuta la risposta strutturale come combinazione di un numero 

sufficiente di risposte modali ciascuna delle quali si ricava attraverso una analisi statica applicando un sistema di 
forze laterali del tipo: 

( )m
m m m aSΓ=F Mφ    ossia   ( )m

mi m i mi aF Γ m Sφ=  (3.39)

dove mi=massa del piano i-esimo, φmi=forma modale m-esima al piano i-esimo, Sa
(m)=pseudo-accelerazione spettrale 

del modo m-esimo (Sa
(m)=Sa(Tm)) e Γm=fattore di partecipazione del modo m-esimo. 

Allo stesso risultato si perviene mediante una analisi di spinta “modale” in cui la struttura viene spinta 
applicando il seguente profilo di carico: 

m m= MΨ φ    ossia   mi i mimΨ φ=  (3.40)

fino a che lo spostamento in sommità non risulta pari al picco di spostamento associato al modo m-esimo: 
( )m

m m mi dD Γ Sφ=  (3.41)
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essendo Sd
(m) lo spostamento spettrale valutato dallo spettro di risposta elastico o di progetto. 
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4 VALUTAZIONE DEL PUNTO DI FUNZIONAMENTO 
 
Come mostrato nel capitolo 3, l’analisi di spinta permette di ricondurre lo studio di un sistema a più gradi di 

libertà (MDOF) a quella di un ben più semplice sistema ad un solo grado di libertà (SDOF) equivalente. Pertanto, i 
metodi di analisi per determinare la massima risposta attesa di sistemi SDOF non lineari possono essere adottati 
anche nel caso di sistemi MDOF non lineari. 

In questo capitolo si trattano in particolare i classici principi di uguale energia ed uguale spostamento 
(paragrafo 4.1), il Metodo dello Spettro di Capacità (paragrafo 4.2) ed una versione semplificata di quest’ultimo 
(paragrafo 4.3). 

La richiesta sismica per sistemi MDOF può però differire da quella di sistemi SDOF equivalenti a causa degli 
effetti dei modi superiori e di molte altre caratteristiche strutturali come il modo globale di deformazione, gli effetti 
torsionali, la distribuzione di resistenza e rigidezza lungo l’altezza della struttura, la ridondanza del sistema 
strutturale ed il modo di collasso sia a livello di elemento che globale. Il comportamento dinamico delle strutture 
reali è governato da una complessa interazione di molti di questi fattori e può essere determinato accuratamente solo 
attraverso analisi dinamiche non lineari. La necessità di una comprensione globale delle caratteristiche della risposta 
non lineare di sistemi MDOF e di strumenti approssimati che agevolino la progettazione, rendono comunque attraente 
l’uso di analisi statiche non lineari che pur conservando la semplicità delle classiche analisi statiche permettono di 
investigare la risposta di tali sistemi anche oltre la soglia elastica. 

4.1 Principio di uguale energia ed uguale spostamento 

Analisi non lineari time-history condotte su oscillatori semplici con resistenza ridotta, secondo un fattore R, 
rispetto a quella corrispondente ad una risposta elastica e con comportamento isteretico elasto-plastico perfetto, 
hanno dimostrato un comportamento dipendente dal periodo proprio del sistema (Gulkan and Sozen, 1977). In 
particolare si osserva che, per strutture con periodo proprio maggiore di quello corrispondente al picco dello spettro 
di risposta elastico del terremoto considerato, Tg, gli spostamenti massimi raggiunti dal sistema anelastico, D, sono 
molto simili a quelli ottenuti per un sistema indefinitamente elastico, De, con rigidezza pari a quella elastica iniziale 
del sistema anelastico (D≅De). 
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Te Tt Te′ Tt′0
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Dy D=De
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R
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Figura 4.1. (a) Influenza del periodo sulla riduzione della forza sismica (b) uguale spostamento (c) uguale energia. 

Considerazioni geometriche sulla Figura 4.1(b) implicano che la duttilità, µ=D/Dy, raggiunta dal sistema 
anelastico sia pari al fattore di riduzione delle forze: 

R=µ  (4.1)

Questa conclusione viene solitamente indicata come principio di uguale spostamento (ED) sebbene non goda di 
una base teorica o di un’applicabilità generale che gli valga il titolo di principio. 

Per strutture con periodo minore o uguale al periodo di picco dello spettro di risposta, la (4.1) non è 
conservativa, cioè la duttilità in spostamento richiesta è maggiore del fattore di riduzione delle forze. In particolare, 
per numerosi sistemi di questo tipo, si ottiene una stima ragionevole del valore di picco della duttilità in 
spostamento uguagliando l’area sottesa dalla curva forza-spostamento del sistema anelastico a quella sottesa dalla 
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curva del sistema elastico di pari rigidezza iniziale (Figura 4.1(c)). Poiché queste aree rappresentano l’energia totale 
assorbita dai due sistemi sottoposti ad una spinta monotona fino allo spostamento massimo, questa osservazione 
viene solitamente nominata principio di uguale energia (EE) (sebbene, anche in questo caso, lo status di principio 
non sia giustificato). 

Dalla Figura 4.1(c) si evince la seguente relazione tra la duttilità in spostamento ed il fattore di riduzione delle 
forze: 

2
12 +

=
Rµ  (4.2)

Per strutture con periodo molto basso (Te<0.2 s) la (4.2) non è più conservativa. Questa inadeguatezza del 
principio di uguale energia deriva dalla tendenza del periodo proprio, Te, di allungarsi verso regioni ad 
accelerazione spettrale maggiore, Tt, a seguito del degrado di rigidezza della struttura in campo plastico, come 
mostrato in Figura 4.1(a). Per strutture con periodi medio-lunghi, invece, l’allungamento del periodo prodotto dalle 
azioni anelastiche comporta un allontanamento dalle regioni di massima risposta. 

Tendendo alla condizione limite T=0, perfino a piccoli fattori di riduzione delle forze corrispondono duttilità 
elevate, poiché le deformazioni strutturali diventano insignificanti rispetto alle deformazioni del terreno per cui la 
struttura sperimenta le effettive accelerazioni del terreno indipendentemente dagli spostamenti relativi e quindi dalla 
duttilità. Se la struttura non è in grado di sopportare il picco di accelerazione del terreno, collassa; ne consegue che 
strutture con periodi propri molto piccoli non dovrebbero essere progettate per azioni inferiori a quelle 
corrispondenti al picco di accelerazione del terreno. Questo comportamento viene indicato come principio di uguale 
accelerazione. 

Si osserva infine che, nella realtà, gli elementi strutturali in c.a. presentano cicli isteretici molto diversi da quello 
elasto-plastico ideale adottato per le analisi dinamiche non lineari. Per strutture con periodo lungo, il livello di 
duttilità stimato con l’approssimazione di uguale spostamento non risente della forma del ciclo isteretico; per 
strutture con periodo corto (Te<Tg), per le quali l’approssimazione di uguale energia è più realistica, la riduzione di 
energia dissipata, legata a cicli isteretici sottili, implica un aumento della richiesta di duttilità per cui gli spettri 
anelastici generati con la (4.2) risultano probabilmente non conservativi. 

 
Per sistemi SDOF bilineari incrudenti il cui legame costitutivo è definito da tre parametri: il periodo proprio Te, il 

rapporto αy tra l’accelerazione di snervamento e l’accelerazione elastica massima ed il rapporto tra la rigidezza post-
elastica e quella elastica iniziale p. Pertanto, può essere utile esprimere le relazioni di cui sopra in funzione di queste 
grandezze. In particolare, osservando che αy è l’inverso del fattore di riduzione R, il massimo spostamento del 
sistema non lineare D, si ricava da quello di un sistema elastico De, avente la stessa rigidezza iniziale, mediante le 
seguenti espressioni: 

2

2

1
0

2

1 (1 ) (1 ) 0

y
e

y

y y e

D per p
D

p p p D per p
p

α
α

α α

⎧ +
=⎪

⎪= ⎨
⎪ ⎡ ⎤− + − − ≠⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎩

   principio EE (Te≤Tg) (4.3)

eDD =                  principio ED (Te>Tg) (4.4)

La (4.3) per p≠0 rappresenta il criterio di uguale energia per un sistema elasto-plastico incrudente mentre per 
p=0 coincide con la (4.2). 

4.2 Metodo CSM 

4.2.1 Generalità 

Il Metodo dello Spettro di Capacità (Capacity Spectrum Method=CSM), originariamente proposto da Freeman 
(1975, 1978), è una procedura di analisi statica non lineare per valutare lo spostamento massimo atteso in una 
struttura per effetto di un evento sismico assegnato. 

L’azione sismica (detta richiesta sismica) viene definita mediante uno spettro di risposta elastico mentre il 
comportamento della struttura viene rappresentato da una curva forza-spostamento (detta curva di capacità) che 
definisce il comportamento del sistema SDOF equivalente alla struttura stessa (il problema della conversione di un 
sistema MDOF in un sistema SDOF è discusso nel capitolo 3.4). 
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Lo spostamento atteso viene determinato individuando sulla curva di capacità lo spostamento compatibile con la 
richiesta sismica. L’individuazione di questo spostamento viene perseguita operando nello spazio ADRS 
(Acceleration Displacement Response Spectrum) e quindi descrivendo la curva di capacità e lo spettro di risposta in 
termini di accelerazioni e spostamento spettrali. Nello spazio ADRS lo spettro di risposta e la curva di capacità 
prendono rispettivamente il nome di spettro di domanda (Demand Spectrum=DS) e di spettro di capacità (Capacity 
Spectrum=CS). 

Grazie a questa trasformazione di coordinate, il CSM fornisce una rappresentazione grafica della prestazione 
sismica del sistema SDOF equivalente soggetto ad un dato terremoto che viene individuata dall’intersezione dello 
spettro di capacità con lo spettro di risposta rappresentativo della richiesta indotta dal terremoto. Le coordinate di 
tale punto di intersezione, detto punto di funzionamento (Performance Point=PP) della struttura, definiscono 
l’accelerazione e lo spostamento massimi attesi nel sistema SDOF. 

Il PP deve quindi soddisfare due condizioni: 
• appartenenza al CS per essere rappresentativo del comportamento della struttura ad un certo spostamento; 
• appartenenza al DS opportunamente ridotto rispetto allo spettro di risposta elastico al 5% di smorzamento, che 

rappresenta la domanda non lineare in corrispondenza dello stesso spostamento strutturale. 
 
In generale, l’individuazione del PP richiede una procedura iterativa che cicla intorno allo smorzamento efficace 

del sistema SDOF equivalente e che si rende necessaria poiché la capacità di una struttura e la richiesta imposta a 
questa da un dato terremoto non sono tra loro indipendenti; infatti: 
• quando una struttura plasticizza per effetto dello spostamento indotto dal sisma, la sua rigidezza decresce e il suo 

periodo si allunga e quindi, poiché le accelerazioni spettrali dipendono dal periodo, anche la domanda cambia 
allo snervarsi della struttura; 

• quando una struttura plasticizza, in risposta alla richiesta sismica, dissipa energia per smorzamento isteretico (in 
misura maggiore o minore a seconda che i cicli isteretici siano ampi e stabili o con pinching) e, poiché l’energia 
dissipata non viene immagazzinata dalla struttura, lo smorzamento produce una riduzione di spostamento. 

4.2.2 Procedura 

L’individuazione del punto di funzionamento richiede una procedura iterativa che si articola nei seguenti passi: 
 
1. Definizione della richiesta sismica: si definisce lo spettro di risposta elastico al 5% di smorzamento (Figura 

4.2) rappresentativo della azione sismica attesa nel sito; 

( ),5%,a a gS S T a=  (4.5)

dove ag=picco di accelerazione al suolo. 
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Figura 4.2. Definizione dell’azione sismica con il suo spettro di 

risposta elastico (ζ=5%) 
Figura 4.3. Costruzione della curva di capacità tramite analisi di 

spinta 
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Figura 4.4. Conversione nel formato spettrale e scelta di uno 

spostamento di tentativo dCi 
Figura 4.5. Rappresentazione bilineare dello spettro di capacità 

corrispondente a dCi 

2. Definizione della curva di capacità: si costruisce la curva forza - spostamento (Vb - Dt) rappresentativa della 
capacità del sistema mediante un’analisi di spinta (Figura 4.3); 

 
3. Conversione della curva di capacità e della curva di domanda nel dominio spettrale: si trasformano lo 

spettro di risposta elastico e la curva di capacità nel formato ADRS e si diagrammano sullo stesso piano 
(Figura 4.4). Le equazioni per ricavare lo spettro di domanda e lo spettro di capacità sono le seguenti: 

( ), ,D a ga S T aν=    e   ( )
2

, ,
2D a g
Td S T aν
π

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4.6)

1αM
Va b

C =    e   
t

t
C Γ

Dd
11φ

=  (4.7)

dove: 
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1 φφ
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M
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T
Γ =       e      

M
Γ

T MI1
11

φ
=α  (4.8)

essendo M è la massa sismica totale del sistema, Γ1 è il fattore di partecipazione del primo modo, α1 è il 
coefficiente di massa modale del primo modo, φ1 è la forma del primo modo, φ1t è l’ampiezza del primo 
modo in sommità. 

 
4. Selezione di uno spostamento di tentativo: si stabilisce uno spostamento di tentativo del PP, dCi, 

(inizialmente, in accordo con l’approssimazione di uguale spostamento, si può assumere dCi=de) (Figura 4.4). 
Questo spostamento funge da valore di innesco per la procedura iterativa; 

 
5. Rappresentazione bilineare dello spettro di capacità: costruzione dell’approssimazione bilineare della curva 

spettrale di capacità (Figura 4.5) secondo il criterio di uguale energia. Le grandezze che definiscono 
completamente tale curva risultano: 
• la pulsazione elastica ωe o il periodo elastico Te; 
• l’accelerazione di snervamento ay; 
• il fattore d’incrudimento p pari al rapporto tra la rigidezza post-elastica e quella elastica; 
mediante la seguente relazione: 
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dove dy è lo spostamento di snervamento definito come: 
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π
 (4.10)

 
6. Linearizzazione equivalente dello spettro di capacità bilineare: si assume che la risposta del sistema 

bilineare (con spettro di capacità descritto dalla (4.9)), in corrispondenza dello spostamento generico dC, sia 
equivalente a quella di un sistema lineare equivalente (Figura 4.5) caratterizzato da un periodo di vibrazione 
e da uno smorzamento viscoso definiti come segue (Figura 4.6): 

2 2 C
eq

eq C

dT
a

π π
ω

= =  (4.11)

0
25% y C y C

eq h
C C

a d d a
a d

ν ν κν κ
π

−
= + = +  (4.12)

dove (dy, ay) è il punto di snervamento del CS bilineare e (dC, aC) un punto corrente sul CS. 
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Figura 4.6. Sistema bilineare equivalente: smorzamento viscoso equivalente associato alla dissipazione isteretica di energia. 

Il fattore κ dipende dal comportamento isteretico del sistema, ossia dalla categoria di comportamento a cui 
appartiene la struttura, che viene definita sia dalla qualità degli elementi che costituiscono il sistema sismico 
resistente sia dalla durata del sisma. Nell’ATC-40 si individuano tre categorie di comportamento: type A 
indica un comportamento isteretico con cicli isteretici stabili ed ampi simili a quelli ideali, type C rappresenta 
cicli isteretici fortemente pizzicati e/o degradati e type B definisce un comportamento isteretico intermedio 
tra type A e C. Per questi tipi di comportamento isteretico, si forniscono delle relazioni che esprimono il 
fattore κ in funzione dello smorzamento equivalente νh i cui andamenti sono diagrammati in Figura 4.7. 

 



analisi statica non lineare (pushover) 
______________________________________________________________________________________________________ 

 

____________________________________________________________________________________________ 
 

Dipartimento di Strutture – Università di Roma Tre 24

 

16.25 450 10 20 30 40 50 60
0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0 
1.1
1.2

25

Smorzamento viscoso equivalente, νh [%] 
F

at
to

re
 κ

 [%
] 

comportamento strutturale type A

comportamento strutturale type B

comportamento strutturale type C

 

Figura 4.7. Variazione del fattore di modificazione dello smorzamento κ in funzione dello smorzamento viscoso equivalente νh e del 
comportamento strutturale. 

7. Riduzione dello spettro di risposta: determinazione della corrispondente curva spettrale di domanda ridotta 
in funzione dell’energia isteretica dissipata dal sistema rappresentata dallo smorzamento νeq (Figura 4.8). I 
valori in (4.12) sono usati per calcolare i fattori di riduzione spettrale η che, moltiplicati per lo spettro 
elastico, definiscono lo spettro ridotto. In particolare, secondo l’EC8 (Eurocode 8, 2004) si assume: 

10 0.55
5 eq

η
ν

= ≥
+

 (4.13)

 
8. Individuazione del punto di funzionamento: lo spostamento dCj del punto di funzionamento si ricava come 

punto di intersezione dello spettro di capacità con lo spettro di domanda ridotto (Figura 4.8); 
 
9. Controllo della convergenza: se lo spostamento dCj coincide con dCi a meno di una tolleranza prefissata (es. 

5%) allora lo spostamento del PP (ossia il massimo spostamento strutturale indotto dalla azione sismica 
considerata) risulta dPP=dCj altrimenti si pone dCi=dCj (o si seleziona un nuovo spostamento di tentativo) e si 
ripete dal passo 5 (Figura 4.9). 

 
10. Valutazione della richiesta sismica globale: a convergenza avvenuta, si ricava il massimo spostamento in 

sommità del sistema MDOF: 

Ctt dΓD 11φ=  (4.14)
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Figura 4.8. Determinazione del nuovo spostamento richiesto, dCj Figura 4.9. Controllo di convergenza 
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4.3 Metodo CSM semplificato 

Il CSM è una procedura concettualmente semplice ma iterativa e quindi lenta. Albanesi, Nuti e Vanzi (2000) 
hanno proposto una versione semplificata del CSM che permette di eliminare la necessità di iterazioni: il metodo 
proposto è diretto e si basa sull’uso di semplici diagrammi affini ai tradizionali spettri di risposta. 
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Figura 4.10. Spettri di risposta a smorzamento variabile (VDRS) per sistemi con spettro di capacità bilineare, periodo elastico Te, coefficiente 

di snervamento αy=ay/ae e rapporto di incrudimento p=5%. 
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Figura 4.11. Curve per la stima del periodo elastico equivalente di sistemi con spettro di capacità bilineare, periodo elastico Te, coefficiente 

di snervamento αy=ay/ae e rapporto di incrudimento p=5%, da associare al VDRSNL (a) VDRS12 (b). 
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Figura 4.12. Spettri di risposta a smorzamento variabile (VDRS) per sistemi con spettro di capacità bilineare, periodo elastico Te, coefficiente 

di snervamento αy=ay/ae e rapporto di incrudimento p=25%. 
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Figura 4.13. Curve per la stima del periodo elastico equivalente di sistemi con spettro di capacità bilineare, periodo elastico Te, coefficiente 

di snervamento αy=ay/ae e rapporto di incrudimento p=25%, da associare al VDRSNL (a) VDRS12 (b). 

Diagrammando nello spazio spettrale i PP ottenuti per differenti valori del rapporto αy=ay/ae essendo ae=Sa(Te, 
5%, ag) l’accelerazione spettrale elastica ed unendo i punti corrispondenti ad uguali valori di αy (curve iso-α) si 
ricavano utili diagrammi che definiscono la risposta massima non lineare di sistemi bilineari equivalenti aventi 
stessa soglia di snervamento ma diverso periodo elastico e quindi rappresentano degli spettri di risposta non lineari, 
nel seguito indicati come Spettri di Risposta a Smorzamento Variabile (Variable Damping Response 
Spectrum=VDRS). 

Per esempio in Figura 4.10 e Figura 4.12 sono diagrammate le curve iso-α calcolate per lo spettro di risposta 
EC8, suolo tipo B con pga=1 ms-2, considerando p=5% e 25% e per due assunzioni limite per il massimo valore di 
νeq: 
• νeq,max=∞ (nessun limite): il legame νeq(dC) si sviluppa completamente secondo la (4.12) ed i relativi PP vengono 

indicati come VDRSNL; 
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• νeq,max: questo limite deriva dal minimo valore prescritto dall’EC8 [Eurocodice 8, 1998] per il fattore di 
riduzione spettrale (ηmin=0.55) ed i relativi PP sono indicati come VDRS12. Infatti, anche per strutture che 
esibiscono cicli ampi (cioè non pizzicati), viene spesso introdotto un valore minimo ammissibile per il fattore di 
riduzione spettrale. 
 
I diagrammi Teq-Te al variare di αy mostrati in Figura 4.11 e Figura 4.13 (scala bi-logaritmica) consentono 

l’individuazione del periodo equivalente corrispondente al PP del sistema in funzione dei parametri che lo 
definiscono. I primi due diagrammi sono relativi a p=5% e, da sinistra a destra, associati al VDRSNL ed al VDRS12; 
gli altri due sono relativi a p=25% (si noti che, da un punto di vista pratico, questi danno gli stessi valori di Teq). 

Si noti che i PP relativi al VDRSNL, coincidono con quelli ottenuti con la procedura ATC-40 per il 
comportamento strutturale con la più alta duttilità prevista (type A nell’ATC-40). 

4.3.1 Procedura 

Le curve presentate sono state costruite per lo spettro di risposta EC8, suolo tipo B, ma possono facilmente 
ricavarsi per qualunque altro spettro di risposta. Esse consentono di calcolare il PP di una struttura soggetta ad 
un’azione sismica compatibile con tale spettro e con pga=ag. 

La procedura si articola nei seguenti passi: 
1. determinare i parametri Te, ay e p caratteristici della struttura bilineare equivalente approssimando il CS o 

facendo una stima ingegneristica di questi parametri; 
2. calcolare αy=ay/ae essendo ae=aD(Te, 5%, ag); 
3. individuare sul diagramma appropriato di Figura 4.11 o Figura 4.13 il Teq corrispondente alla coppia (Te, αy); 
4. individuare sul diagramma appropriato di Figura 4.10 o Figura 4.12, il PP(dPP, aPP) corrispondente alla 

coppia (Teq, αy); 
5. moltiplicare dPP ed aPP per ag per determinare lo spostamento e l’accelerazione massimi del sistema bilineare 

equivalente; 
6. convertire dPP e aPP rispettivamente nello spostamento in sommità, Dt, e nel taglio alla base, Vb, della 

struttura reale in esame. 
7. confrontare le richieste (deformazioni globali e locali) con i valori limite relativi agli obiettivi prestazionali 

selezionati. 
 
Dalle analisi condotte su oscillatori semplici si evince che, se Te>Tg, essendo Tg il periodo caratteristico in 

corrispondenza del quale lo spettro di risposta lineare comincia a decrescere, i risultati ottenuti con la limitazione 
νeq ≤νeq,max forniscono una migliore approssimazione del comportamento strutturale non lineare. Perciò nella 
procedura descritta, dopo il punto 2 (di cui sopra), se Te>Tg si raccomanda l’uso di questa limitazione (curva 
VDRS12 in Figura 4.10 e Figura 4.12). 

In Figura 4.10 e Figura 4.11 sono indicati due esempi applicativi di questa procedura. Nel primo [secondo], si è 
esaminata una struttura con periodo elastico basso [alto] Te=0.4 s [1.0 s], p=5% ed αy=0.4 (la struttura lineare è 
indicata con un cerchio [quadrato] sulla curva ad αy=1.0). Queste assunzioni completano i passi 1 e 2 di cui sopra 
mentre i rimanenti, considerando che poiché Te<Tg [Te>Tg] si usa VDRSNL [VDRS12], si particolarizzano nei 
seguenti: 

3. leggere il valore di Teq in Figura 4.11(a) [Figura 4.11(b)]: Teq=0.6 s [1.6 s]; 
4. su VDRSNL [VDRS12] in Figura 4.10, il PP resta individuato dall’intersezione tra la curva ad αy=0.4 e la retta 

T=0.6 s [1.6 s] ed è indicato su questa con un cerchio [quadrato]; 
Infine si eseguono i passi 5, 6 e 7 secondo le caratteristiche della struttura reale. 

4.4 Analisi di spinta modale 

Chopra e Goel (2002) hanno recentemente proposto una procedura di pushover modale (Modal Pushover 
Analysis=MPA) basata sulla teoria della dinamica che include gli effetti dei modi superiori di vibrare sulla risposta 
sismica della struttura. Questo approccio è una estensione dell’analisi modale con spettro di risposta al caso non 
lineare per determinare lo spostamento massimo una struttura a fronte di una data azione sismica. Per sistemi lineari 
la procedura MPA è equivalente alla analisi con spettro di risposta. 

L’analisi di spinta viene condotta a forze imposte adottando varie distribuzioni (invarianti) di forze laterali 
proporzionali, tramite la matrice diagonale delle masse M, alle forme modali φm: 

mφΨ M=    ossia   miii m φΨ =  (4.15)

Questo approccio risulta tra l’altro di facile esecuzione con la maggior parte dei software in commercio. 
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I passi da eseguire per stimare il picco di risposta sono i seguenti: 
1. Calcolare le frequenze naturali ωn e i modi di vibrare φm dell’edificio (es. in Figura 4.14a). 
2. Eseguire una analisi di spinta per il modo m-esimo applicando una distribuzione di forze ψm=Mφm e ricavare la 

relativa curva di capacità taglio alla base-spostamento in sommità Vbm-umt (Figura 4.14b, Figura 4.15). I carichi 
gravitazionali sono applicati prima della MPA ed il corrispondente spostamento in sommità è ugt. 
 

  

Figura 4.14. (a) Prime tre forme modali e relativi periodi di un edificio di 9 piani; (b) distribuzioni di forze (ψm=Mφm). 

 
Figura 4.15. Curve di pushover “modali” realative ai primi tre modi. 

3. Rappresentare la curva di capacità con una curva bilineare (Figura 4.16a). La bilineare dipende dal massimo 
spostamento in sommità ottenuto per il sistema SDOF inelastico corrispondente al modo m-esimo per 
l’accelerogramma scelto; quindi l’idealizzazione dipende dall’accelerogramma. Per ottimizzare la 
bilinearizzazione si può usare una procedura iterativa idealizzando la curva di capacità per uno spostamento in 
sommità umt prefissato (o stimato) e ripetendo i passi da 3 a 6 fino a che due valori successivi di umt differiscano 
tra loro meno di una tolleranza specificata. 

4. Convertire la curva bilineare Vbm-umt nella relazione forza-spostamento Fsm/Lm-Dm (Figura 4.16b) del sistema 
SDOF inelastico corrispondente al modo m-esimo: Fsmy/Lm=Vbmy/Mm

* e Dmy=umty/Γmφmt dove Mm
*=ΓmLm è la massa 

modale efficace, φmt è il valore di φm in sommità, Γm=Lm/φm
TMφm e Lm=φm

TMI. 
5. Calcolare la deformazione massima Dm del sistema SDOF inelastico corrispondente al m-esimo modo definito 

dalla relazione forza-spostamento sviluppata al passo 4 e dal rapporto di smorzamento νm. Il periodo elastico di 
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vibrazione del sistema è Tm=2π(LmDmy/Fsmy)1/2. Per il sistema di caratteristiche Tm e νm, Dm può essere calcolato, 
per esempio, tramite spettri di risposta inelastici. 

6. Calcolare il picco dello spostamento in sommità umt associato al sistema SDOF inelastico corrispondente al modo 
m-esimo: umt=ΓmφmtDm. 

7. Da analisi di spinta si determinano le risposte rm+g dovute agli effetti combinati dei carichi gravitazionali e 
laterali in corrispondenza dello spostamento in sommità umt+ugt. 

8. Si ripetono i passi 3-7 per un numero di modi considerato sufficiente per ottenere una adeguata accuratezza. 
9. Calcolare la risposta dinamica dovuta al modo m-esimo: rm=rm+g-rg, dove rg è il contributo dei soli carichi 

verticali. 
10. Determinare la risposta totale combinando la risposta dei carichi gravitazionali ed i picchi di risposta modali 

usando la regola SRSS: r≅max[rg±(Σmrm
2)1/2]. 

 

 
Figura 4.16. Caratteristiche del sistema SDOF corrispondente al modo m-esimo. 

Si osservi che le regole di combinazione (SRSS o CQC), sebbene formulate per sistemi elastici lineari, sono 
impiegate in questo metodo di analisi per combinare gli effetti in campo inelastico. Inoltre, analisi multi-modali 
combinano risposte da stati strutturali inomogenei poiché in ogni modo si ottengono differenti livelli di inelasticità: 
è come combinare la risposta di strutture diverse. Nonostante ciò, confronti tra valori delle grandezze di risposta 
calcolate con analisi di pushover non adattive uni-modali, multi-modali e analisi dinamiche non lineari al passo 
hanno dimostrato l’applicabilità e la relativa accuratezza degli approcci (non adattivi) multi-modali. 

Si osservi inoltre che questo tipo di analisi richiede un numero di analisi di spinta pari al numero di modi 
necessario per descrivere con sufficiente accuratezza la risposta del sistema. I metodi proposti dalla maggior parte 
dei codici richiede invece due sole analisi di spinta con due diversi profili di carico. 
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5 ANALISI STATICA NON LINEARE SECONDO OPCM 20.03.2003 N. 3274 

5.1 Generalità 

Al punto 4.5.4 dell’Ordinanza 20 marzo 2003 n. 3274, si introduce l’analisi statica non lineare fornendone una 
definizione, stabilendone il campo di applicazione e descrivendo i passi necessari per eseguirla. 

 
Definizione: 
L’analisi statica non lineare consiste nell’applicare all’edificio i carichi gravitazionali ed un sistema di forze 

orizzontali monotonamente crescenti fino al raggiungimento delle condizioni ultime. 
 
Campo di applicazione: 
Il metodo è applicabile a edifici che soddisfano le condizioni di regolarità in pianta ed in altezza (punto 4.3 

della citata OPCM 3274). Per edifici non regolari si richiede l’uso di metodi di analisi di spinta evolutivi che 
possano tenere conto dell’evoluzione della rigidezza e corrispondentemente delle forme di vibrazione conseguenti 
allo sviluppo delle deformazione inelastiche. Non si fa però cenno a come eseguire tali analisi evolutive. 

 
Scopi: 
1. valutazione dei rapporti di sovraresistenza (punto 5.3.2, 6.3.3, 7.3.3 della OPCM 3274) 
2. verifica dell’effettiva distribuzione della domanda inelastica in edifici progettati con il fattore di riduzione q 
3. progettazione di edifici nuovi 
4. valutazione della capacità di edifici esistenti 

5.2 Procedura 

Si devono eseguire almeno due analisi di spinta (secondo quanto indicato nei punti seguenti) applicando due 
distinte distribuzioni di forze orizzontali Fi in corrispondenza dei baricentri delle masse di piano con: 
- distribuzione proporzionale alle masse; 
- distribuzione proporzionale al prodotto della massa per la deformata del primo modo. 

Si eseguono le verifiche di duttilità e di resistenza di ciascun elemento/meccanismo per la distribuzione più 
sfavorevole. 

 
1. Determinazione del legame forza-spostamento generalizzato: 

Si sceglie un punto di controllo solitamente individuato nel baricentro dell’ultimo piano. 
Si incrementano le forze fino a che dC=1,50d*

max (come al successivo punto 3). 
Si determina il legame taglio alla base Fb (=ΣFi) e spostamento del punto di controllo dC: Fb-dC. 
 

2. Determinazione del sistema SDOF bilineare equivalente: 
Il legame costitutivo del sistema SDOF equivalente è: 

ΓFF b=*  (5.1)

Γdd C=*  (5.2)

dove: 

∑

∑
=

=

=
N

i
ii

N

i
ii

m

m
Γ

1

2

1

φ

φ
 (5.3)

è il coefficiente di partecipazione del primo modo essendo φ la prima forma modale normalizzata rispetto al punto 
di controllo. 

Tale legame si approssima con un legame elasto-plastico perfetto con punto di snervamento in: 

ΓFF buy =*  (5.4)
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*** kFd yy =  (5.5)

dove Fbu è la resistenza massima dell’edificio e k* è la rigidezza secante del sistema equivalente ottenuta 
dall’equivalenza energetica (uguaglianza aree sottese in Figura 5.1). 

Il sistema bilineare è caratterizzato da un periodo elastico ed una massa equivalenti definiti come: 

*

*
* 2

k
mT π=  (5.6)

∑=
=

N

i
iimm

1

* φ  (5.7)

 

 
Figura 5.1. Diagramma bilineare equivalente. 

3. Determinazione della risposta massima in spostamento del sistema bilineare equivalente: 
La risposta del sistema bilineare equivalente si determina utilizzando lo spettro di risposta elastico Se(T): 

se CTT ≥*  ⇒ ( ) ( )
2*

***
max,

*
max 2 ⎟⎟

⎠

⎞
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TTSTSdd eDee  (5.8)
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dove: 

( )
*

**
*

y

e

F
mTSq =  (5.10)

Inoltre: 

se 1* ≥q  ⇒ *
max,

*
max edd =  (5.11)

Si noti che la (5.8) rappresenta l’approssimazione di uguale spostamento. 
 
4. Conversione della risposta equivalente in quella effettivo dell’edificio: 

La configurazione deformata effettiva dell’edificio è data dal vettore degli spostamenti di piano così definito: 

φ*
maxΓd=d  (5.12)

Fy
* 

dy
* d* 

F* 

k* 
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6 ANALISI DI PUSHOVER CON IL SAP 2000 
 
In questo capitolo si propone un semplice esempio di applicazione dell’analisi di spinta ad un telaio piano in 

c.a.. 
Il telaio considerato non è stato progettato per rispondere in maniera adeguata ad un evento sismico pertanto 

deve essere considerato solo come un esempio per fornire una guida all’impostazione di una analisi di spinta con 
l’ausilio del programma di calcolo agli elementi finiti SAP2000. 

Questo programma di calcolo consente di costruire un modello a plasticità concentrate (le zone di 
plasticizzazione sono localizzate in sezioni stabilite dall’utente) in cui il comportamento delle cerniere plastiche 
viene definito in termini di legami forza-spostamento generalizzati (es. momento-rotazione). 

6.1 Caratteristiche del telaio 

Il telaio in c.a. ha tre piani ed una campata: 
 luce campata: 5.000 m 
 altezza di interpiano: 3.000 m. 
 pilastri: sezione quadrata 400×400 mm2 
 travi: sezione a T 300×500 mm2 

Si considerano i seguenti carichi distribuiti sulle travi: 
 carichi permanenti: 30 kNm-1 
 carichi accidentali: 10 kNm-1 

Gli elementi sono in c.a. per il quale si assumono le seguenti proprietà: 
 peso specifico: 25 kNm-3 
 modulo di elasticità: 31220 MPa 

6.2 Modello globale 

6.2.1 Creazione di un nuovo modello 

 File/New Model (Figura 6.1) 
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Figura 6.1. Creazione di un nuovo modello. 

6.2.2 Scelta del modello tipo 

 Scegliere il modello tipo telaio e le unità di misura (Figura 6.2): 2D Frames 
 

 
Figura 6.2. Scelta del modello. 

6.2.3 Definizione delle caratteristiche globali del modello 

Definire le caratteristiche del portale (Figura 6.3): 
 tipo di portale (2D Frame Type) 
 dimensioni del portale (Portal Frame Dimensions) 
 proprietà delle sezione: lasciare le sezioni di default 
 vincoli: selezionare restraints 
 OK 

Al termine delle operazioni descritte la schermata si presenta come mostrato in Figura 6.4. 
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Figura 6.3. Definizione delle caratteristiche del portale. 

Figura 6.4. Schermata al termine della scelta del modello. 

6.3 Vincoli a terra 

Assegnazione dei vincoli a terra: 
 Selezionare i nodi a cui assegnare i vincoli (nodi a quota Z=0.000) 
 Assign/Restraints 
 Scegliere i gradi di libertà da vincolare (tutti per l’incastro) (Figura 6.5) 
 OK 
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Figura 6.5. Assegnazione dei vincoli a terra. 

6.4 Materiali 

Definizione dei materiali: (Figura 6.6): 
 Define/Materials 
 Add New Material 
 Definire le caratteristiche del materiale (cemento armato) come mostrato in Figura 6.7. 
 OK 

 

 
Figura 6.6. Definizione dei materiali. 
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Figura 6.7. Definizione delle caratteristiche del materiale. 

6.5 Sezioni 

6.5.1 Definizione delle sezioni degli elementi 

 Define/Frame Sections 
 a) Pilastri: Add Rectangular 

b) Travi: Add Tee 
 Add New Property (Figura 6.8) 
 Definire le caratteristiche delle sezioni come mostrato in Figura 6.9. 
 OK 
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Figura 6.8. Definizione delle sezioni dei pilasti e delle travi. 

Figura 6.9. Geometria sezioni pilasti e travi. 

6.5.2 Assegnazione delle sezioni degli elementi 

 Selezionare gli elementi a cui assegnare la sezione 
 Assign/Frame-Cable-Tendon/Frame Sections (Figura 6.10) 

a) Travi: Selezionare TRAVE30×50 
b) Pilastrii: Selezionare PILASTRO40×40 

 OK 
 
Al termine dell’assegnazione la schermata si presenta come mostrato in Figura 3.1. 
N.B. Per ottenere la vista solida View/Set Display Options e selezionare Estrude View. 
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Figura 6.10. Assegnazione delle sezioni delle travi e dei pilastri. 

Figura 6.11. Schermata dopo l’assegnazione delle sezioni alle travi ed ai pilastri. 
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6.6 Carichi 

6.6.1 Definizione dei tipi di carico 

 Define/Load Cases 
 a) Pesi propri: DEAD (già presente per default) 

b) Carichi accidentali: ACC 
c) Carichi per pushover uniforme (definito nel seguito): F_UNIF 

 Add New Load 
 OK 

N.B. Self Weight Multiplier è il moltiplicatore dei pesi propri degli elementi che SAP calcola automaticamente 
nota la geometria della sezione ed il peso specifico del materiale della sezione. 

 

Figura 6.12. Definizione dei tipi di carico. 

6.6.2 Assegnazione dei carichi 

 Selezionare gli elementi a cui assegnare il carico 
 a) Travi (DEAD=30 kNm-1 e ACC=10 kNm-1) 

∼ Assign/Frame-Cable-Tendon Loads/Distributed 
∼ Definire i carichi come mostrato in Figura 6.13 per DEAD (idem per ACC) 
Al termine dell’assegnazione la schermata si presenta come mostrato in Figura 6.14. 

 b) Nodi della pilastrata sinistra (F_UNIF=1 kN) 
∼ Assign/Joint Loads/Forces 
∼ Definire i carichi come mostrato in Figura 6.15. 
Al termine dell’assegnazione la schermata si presenta come mostrato in Figura 6.16. 

 OK 
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Figura 6.13. Assegnazione dei carichi sulle travi. 

Figura 6.14. Schermata dopo l’assegnazione dei carichi DEAD alle travi. 
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Figura 6.15. Assegnazione dei carichi ai nodi. 

Figura 6.16. Schermata dopo l’assegnazione dei carichi ai nodi. 
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6.7 Masse 

Definizione delle masse: 
 Define/Mass Source 
 Scegliere la sorgente delle masse 
 Scegliere i carichi ed i relativi moltiplicatori da considerare nel calcolo delle masse del telaio 
 Add 
 OK 

N.B. Multiplier sono in genere specificati in Normativa per definire le masse sismiche (il valore assegnato 
nell’esempio è puramente indicativo). 

 

Figura 6.17. Definizione delle masse. 

6.8 Cerniere plastiche 

6.8.1 Definizione delle cerniere plastiche 

 Define/Hinge Properties 
 a) Travi: Default-M3 

∼ Define New Property 
∼ Deselezionare Default e cliccare Modify/Show for M3 (Figura 6.18). 
∼ Definire i parametri della cerniera (Figura 6.19). 

 b) Pilastri: Default-PMM 
∼ Define New Property 
∼ Deselezionare Default e cliccare Modify/Show for PMM  (Figura 6.20). 
∼ Definire i parametri della cerniera (Figura 6.21). 

 OK 
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Figura 6.18. Definizione delle cerniere plastiche nelle travi. 

 
Figura 6.19. Caratteristiche delle cerniere plastiche delle travi. 
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Figura 6.20. Definizione delle cerniere plastiche nei pilastri. 

 
Figura 6.21. Caratteristiche delle cerniere plastiche dei pilastri. 
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Figura 6.22. Caratteristiche delle cerniere plastiche dei pilastri – legame momento curvatura. 

 
Figura 6.23. Caratteristiche delle cerniere plastiche dei pilastri – superficie di interazione PMM. 
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Figura 6.24. Caratteristiche delle cerniere plastiche dei pilastri – superficie di interazione PMM – User definition. 

6.8.2 Assegnazione delle cerniere plastiche 

 Selezionare gli elementi a cui assegnare le cerniere 
 a) Travi 

∼ Assign/Frame-Cable-Tendon/Hinges 
∼ Scegliere il tipo di cerniere (BEAMH) e la posizione relativa rispetto alla lunghezza dell’elemento 

(Figura 6.25) 
 b) pilastri 

∼ Assign/Frame-Cable-Tendon/Hinges 
∼ Scegliere il tipo di cerniere (COLH) e la posizione relativa rispetto alla lunghezza dell’elemento (Figura 

6.25) 
OK 
Al termine dell’assegnazione la schermata si presenta come mostrato in Figura 6.26. 
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Figura 6.25. Assegnazione delle cerniere plastiche a travi e pilastri 

Figura 6.26. Schermata dopo l’assegnazione dlle cerniere plastice a travi e pilastri. 
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6.9 Definizione del tipo di analisi 

 Define/Analysis Cases (Figura 6.27) 
Per default si trovano già definite una analisi modale ed una analisi statica lineare per ciascuno dei tipi di 
carichi definiti. 

6.9.1 Analisi statica lineare 

 Modify/Show Case 
Selezionare il caso DEAD o ACC o F_UNIF per visualizzare il tipo di analisi definita per default. 
∼ Linear Static: Analisi statica lineare (Figura 6.28) 

 

Figura 6.27. Definizione del tipo di analisi. 
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Figura 6.28. Definizione dell’analisi statica lineare. 

6.9.2 Analisi modale 

 Modify/Show Case 
Selezionare il caso MODAL per visualizzare il tipo di analisi definita per default. 
∼ Modal: Analisi modale (Figura 6.29) 

 

 
Figura 6.29. Definizione dell’analisi modale. 
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6.9.3 Analisi statica non lineare (pushover) 

Per impostare una analisi di pushover è necessario: 
1. definire una analisi di pushover per carichi verticali (PUSH-V) per assegnare i carichi verticali alla struttura 
2. definire una analisi di pushover per carichi orizzontali assumendo come condizioni iniziali quelle 

corrispondenti allo stato finale dell’analisi PUSH-V 

6.9.3.1 Analisi di pushover per carichi verticali 
 
 Add New Case (Figura 6.30) 
 Selezionare i parametri per definire l’analisi statica non lineare come mostrato in Figura 6.31 
 Selezionare Other Parameters come mostrato in Figura 6.32 
 OK 

 

Figura 6.30. Definizione di un nuovo tipo di analisi. 
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Figura 6.31. Definizione dell’analisi statica non lineare (pushover) per carichi verticali. 

 
Figura 6.32. Opzioni dell’analisi statica non lineare (pushover) per carichi verticali. 
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6.9.3.2 Analisi di pushover per carichi orizzontali 
 

Analisi di pushover con profilo di carico proporzionale alla prima forma modale 
 
 Add New Case (Figura 6.30) 
 Selezionare i parametri per definire l’analisi statica non lineare come mostrato in Figura 6.33 
 Selezionare Other Parameters come mostrato in Figura 6.35 
 Selezionare Other Parameters/Nonlinear Parameters come mostrato in Figura 6.36 
 OK 

 
Analisi di pushover con profilo di carico uniforme 

 
 Add New Case (Figura 6.30) 
 Selezionare i parametri per definire l’analisi statica non lineare come mostrato in Figura 6.34 
 Selezionare Other Parameters come mostrato in Figura 6.35 
 Selezionare Other Parameters/Nonlinear Parameters come mostrato in Figura 6.36 
 OK 

 

 
Figura 6.33. Definizione dell’analisi statica non lineare (pushover) per carichi orizzontali proporzionali alla prima forma modale. 
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Figura 6.34. Definizione dell’analisi statica non lineare (pushover) per carichi orizzontali uniformi. 

 
Figura 6.35. Opzioni dell’analisi statica non lineare (pushover) per carichi orizzontali. 
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Figura 6.36. Parametri per l’analisi statica non lineare (pushover). 

6.10 Risultati dell’analisi di pushover 

6.10.1 Curva di pushover 

 Display/Show Static Pushover Curve 
 Selezionare il tipo di analisi di pushover per la quale visualizzare le curva di pushover (Figura 6.37) 

 

 
Figura 6.37. Curva di pushover con profilo di carico compatibile con la prima forma modale (PUSH-MODE1). 
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Dato che i legami forza-spostamento generalizzati delle cerniere plastiche sono definiti lineari a tratti, le curve di 
pushover non sono continue ma anch’esse lineari a tratti. In Figura 6.38 sono poste a confronto le curve di pushover 
ricavate dall’analisi PUSH-MODE1 e PUSH-F_UNIF. 

 

Figura 6.38. Curva di pushover da analisi PUSH-MODE1 (a) e PUSH-F_UNIF (b). 

6.10.2 Deformata globale 

 Display/Show Deformed Shape 
 Selezionare il tipo di analisi di pushover per la quale visualizzare la deformata (Figura 6.39a) 

 
In Figura 6.39b e Figura 6.40 sono mostrate le deformate del telaio con lo stato delle rispettive cerniere plastiche 

ad alcuni passi dell’analisi. 
 

Figura 6.39. Deformata corrispondente all’analisi di pushover PUSH-MODE1: selezione (a) e deformata con cerniere al passo (2). 
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Figura 6.40. Deformata corrispondente all’analisi di pushover PUSH-MODE1: passo 16 (a) e passo 45 (b). 

6.10.3 Caratteristiche della sollecitazione 

 Display/Show Forces-Stresses/Frames-Cables 
 Selezionare il tipo di analisi di pushover per la quale visualizzare le sollecitazione 

 
In Figura 6.41 sono mostrate le sollecitazioni del telaio con dettaglio dei risultati relativi alla trave in sommità. 
 

Figura 6.41. Caratteristiche della sollecitazione corrispondenti all’analisi di pushover PUSH-MODE1 (passo 16) 
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